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Les fonctions elliptiques interviennent dans des domaines tres divers. Le 
but de ce travail est de montrer quelques resultats fondamentaux sur ces 
fonctions et de les appliquer a des situations concretes. 
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1 Fonctions elliptiques 

Soient uJi et uj2 deux nombres complexes, M-lineairement independants 
(c'est-a-dire tels que L02 n'est pas nulle et que le quotient ^ ne soit pas reel 
ou ce qui revient au meme que la partie imaginaire Im^ du rapport ^ n'est 
pas nulle). On considere le reseau 

A = Zloi®1^2, 

= {lo = mui + nu2 : m,n E Z}, 

c'est un sous-groupe discret de C et il forme un ensemble de parallelo- 
grammes. 

Definition 1.1 On appelle parallelogramme fondamental engendre par LOi 
et L02 tout parallelogramme H de sommets d'affixes zq, zq + auji, zq + aL02, 
zq + aoji + Plo2 CLvec zq € C, < a, /? < 1. Autrement dit, il est defini par le 
compact 

U = {zo + aui + (3uj2 : 2;o e C, a, /? e [0, 1]}. 
Le quotient de C par la relation d'equivalence determinee par A : 

zi,Z2 G C, zi ~ Z2inod.A <^=^ — ^2 G A, 

est un tore note C/A. Celui-ci est homeomorphe a 5^ x 5*^, visualisable par 
le recollement deux a deux des cotes d'un carre ou parallelogramme. 

Definition 1.2 On dit qu'une fonction f de C dans C est doublement pe- 
riodique de periodes oJi et 0J2, si et seulemnt si, 

f{z + u;i) = f{z), 

f{z + C02) = f{z). 

Autrement dit, si et seulement si, 

f{z + u) = f{z), ^cjeA. 
On dit aussi que f est A-periodique. 

Remarque 1.1 Les elements oji et 002 ne sont pas uniques. Plus precise- 
ment, si LOi et LV2 sont deux periodes de /, alors —loi et —L02 sont egalement 
deux periodes de f et toute periode de f s 'ecrit sous la forme 

CO = mcoi + nuj2, m,n £ Z. 

En effet, pour les entiers positifs c 'est evident. Pour les entiers negatifs, on 
a pour k = 1,2 : 

f{z-ujk) = f{{z -ook) +u;k), 
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Definition 1.3 On dit qu'une fonction f de C dans C est elliptique si et 
seulemnt si elle est meromorphe et douhlement periodique. 

Proposition 1.4 II n'existe pas de fonction elliptique f non constante qui 
soit holomorphe surC. Autrement dit, toute fonction elliptique f n' ay ant pas 
de pdles est une constante. 

Demonstration : Si / n'a pas de poles, alors elle est born6e dans le paral- 
lelogramme fondamental 11 car celui-ci est compact. Or la fonction / est 
doublement periodique, done elle est bornee sur C car tout point de C se 
ramene a un point de 11 en lui appliquant une translation du reseau. Par 
consequent, / est constante en vertu du theoreme de Liouville. □ 

Remarque 1.2 On deduit de la proposition precedente qu'une fonction el- 
liptique non constante possede au moins un pole dans le parallelogramme 
fondamental. 

Proposition 1.5 Toute fonction elliptique non constante a un nombre fini 
de poles et un nombre fini de zeros dans un parallelogramme fondamental. 

Demonstration : Rappelons qu'un point a € $7 C C est un point d'ac- 
cumulation s'il existe une suite (^n)nGN d'elenients de D \ i^^^ telle que i 
lim„_>oo-Zn = o,- Soit P{f) = /^^({oo}) I'ensemble des poles de la fonction 

f -.D — ^C = CU{oo}. 

Comme / est meromorphe, alors I'ensemble P{f) n'admet pas de point d'ac- 
cumulation. Done / a un nombre fini de poles car sinon P{f) doit contenir 
le point limite (point d'accumulation) et cela est impossible car le point 
d'accumulation des poles est une singularite essentielle. Soit maintenant 

Z{f) = {beD: f{b) = 0}, 

I'ensemble des zeros de /. Comme / n'est pas constante, I'ensemble Z{f) 
n'admet pas de point d'accumulation. Des lors, pour tout point b G Z(f), il 
existe un unique entier positif N tels que : 

fiz) = iz-bf9{z), 

oil g est une fonction holomorphe sur D avec g{b) ^ 0. En fait I'ensemble 
Z{f) est au plus denombrable. □ 

Remarque 1.3 Comme remarque, notons que le nombre de zeros et de poles 
d 'une fonction elliptique non constante est denombrable. En effet, I'ensemble 
des parallelogrammes fondamentals forme un recouvrement denombrable de 
C et le resultat decoule de la proposition precedente. 
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Proposition 1.6 Soit f une fonction elliptique et designons par 6i,...,6„ 
les poles de f (chaque pole etant compte avec multiplicite) , alors 



J2R^s{f,bk) = o. 

k=l 

Demonstration : Soit 7 = 71 U 72 U 73 U 74 la frontiere du parallelogramme 
fondamental 11 relativement au reseau A, avec 

71 = [2^0,^0 +'^1], 

72 = [zo + U;i,Zo+LOi+UJ2], 

73 = [2:0 +^^1 +^^2,-20 +^^2], 

74 = [zo + u;2,zo]. 

Supposons tout d'abord que / n'a pas de poles sur la frontiere 7. D'apres le 
theoreme des residus, on a 

^Res(/,6fe) = ^ [ fiz)dz, 
k=i 

= fiz)dz+ [ f{z)dz+ [ fiz)dz+ [ f{z)dz). 

En vertu de la periodicite de / et des sens opposes de I'integrale de / sur 71 
et 72, on a 



f f{z)dz = [ f{z)dz, 

= I f{u + 0J2)du, u = z — u;2, 

J[zo+u)i,zo] 

= / f{u)du, 

J[zo+u>i,zo] 

= - f{u)du, 

J[zo,ZO+U)l] 

= - [ f{z)dz. 



De meme, on a 



et par consequent 



[ f{z)dz = - [ f{z)dz, 

m 

5^Res(/,6fe) = 0. 



k=l 
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Passons maintenat au cas ou il y'a des poles sur la frontiere 7 du paralle- 
logramme fondamental 11. Alois dans ce cas, on considere un autre paral- 
lelogramme proche de 11 contenant tous les poles se trouvant dans 11 et de 
telle fagon que sa frontiere ne contienne plus de poles. On pent toujours, 
d'apres la proposition 1.5, obtenir ce parallelogramme (et done sa frontiere) 
par translation du sommet d'affixe zq de 11. Le reste consiste a utiliser un 
raisonnement similaire au precedent. □ 

Remarque 1.4 Notons que d'apres la remarque 1.3 et la proposition prece- 
dente, il n'existe pas de fonction elliptique de premier ordre, i.e., une fonction 
elliptique ne pent pas avoir un pole simple dans un parallelogramme fonda- 
mental. Elle doit avoir au moins deux poles simples ou au moins un pole non 
simple dans un parallelogramme fondamental. En effet, avec les notations de 
la proposition precedente, ,si m = 1 alors celd signifi,e que la fonction f a un 
pole simple dans le parallelogramme fondamental, ce qui contredit le resultat 
de la proposition. 

Remarque 1.5 L'ensemble des fonctions elliptiques par rapport a A est un 
sous corps du corps des fonctions meromorphes (la somme, le produit et le 
quotient de deux fonctions elliptiques de mimes periodes est une fonction 
elliptique). En derivant I 'expression 

f{z + u) = f{z), Va;GA, 

on obtient 

fi-){z + Lo) = f(^\z), yueA, 

ce qui montre que la derivee n*^"^^ d'une fonction elliptique est aussi une 
fonction elliptique. 

Proposition 1.7 Soit f une fonction elliptique non constante. Designons 
par ai,...,ai les zeros de f de multiplicite ni,...,ni respectivement et par 
bi,...,bra les poles de f de multiplicite pi, ...,Pm respectivement. Alors 

I m 
k=l k=l 

Autrement dit, le nombre de zeros d'une fonction elliptique non constante est 
egal au nombre de ses poles dans le parallelogramme fondamental. 



Nombre de zeros de/ — Nombre de poles de/ = - — : / dz, 



Demonstration : D'apres le principe de I'argument, on a 

f 



^Res(— ,6fe), 



k=l 

= 0, 
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en vertu de la proposition 1.6 car d'apres la proposition precedents est 
une fonction elliptique et a les memes periodes que f{z). Par consequent, 

Proposition 1.8 Soit f une fonction elliptique. Designons par ai, ai les 
zeros de f de multiplicite ni,...,ni respectivement et par bi,...,bm les poles 
de f de multiplicite pi, ...,Pm respectivement. Alors 

I m 

^nfcOfc - ^Pkh = periode. 

k=l k=l 

Demonstration : Rappelons que si une fonction ip{z) est holomorphe dans 
un domaine D G C et continue sur D, alors 

o~ / 'Pi^)-Fr\^^ = ^^k^((^k) -^Pk^ih)■ 
On pose dans la suite if{z) = z et on utilise les memes notations et arguments 
de la preuve de la proposition 1.7. Done 



/ n If 

Y.'^kak-Y.Pkbk = 

k=l k=l 

4 



z—--dz, 

fyz) 



On a 



-i02 I dz, 

J zn 



= —U2 In 



De meme, on trouve 



[ /'(^) , ^ [ ./'(C) . . 

Jl2 /(^) Jii /(C) 
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Par consequent 



rikak - ^ Pkh = nui + n'a;2, 
periode. 



k=l k=l 

= u 



□ 



Proposition 1.9 Soient f et g deux fonctions elliptiques ayant mimes pe- 
riodes. Alors, il existe une relation algebrique de la forme 

P{f{z),g{z))=0, 

oil P est un polyndme d deux indeterminees et a coefficients constants. 

Demonstration : Soient a^., 1 < k < m, les points du parallelogramme fonda- 
mental en lesquels / et (ou) g ont des poles d'ordre maximum Pk, ^ < k < m. 
Soit Q{Z, W) un polynome sans terme constant, de degre n par rapport a Z 
et W. L'idee de la preuve est la suivante : On construit le polynome Q de 
telle fagon que les hypotheses de la proposition 1.4 concernant la fonction 

F{z)=Q[f{z),g{z)], 

soient satisfaites. La fonction F{z) se reduit done a une constante C et il suffit 
de choisir P = Q — C. En effet, la fonction F{z) est elliptique avec les memes 
periodes que les fonctions f{z), g{z) et ne pent admettre de poles qu'aux 
points ak- Les developpements des fonctions f et g en series de Laurent au 
voisinage de ak ne contiennent que des termes en ^^_\^y avec j < Pk- La 
fonction F{z) ne pent avoir des poles qu'aux points ak et son developpement 
en serie de Laurent au voisinage de ne contient que des termes en 
avec j < p oil n est le degre du polynome Q et p = pi + ... + Pm est la 
somme des ordres maximaux des fonctions f,g aux points Ofe. On choisit 
les coefHcients du polynome Q de maniere a ce que les parties principales 
de son developpement en serie de Laurent au voisinage de ak soient nuUes. 
Autrement dit, de sorte que le developpement en question ne contient pas 
des termes en — avec ? < p. Done I'elimination des poles de la fonction 
F(z) fournira un systeme homogene de np equations lineaires par rapport 
aux coefficients du polynome Q. Ce dernier etant de degre n et comme il est 
suppose sans terme constant, on aura done ""^"2^^^ coefficients. En prenant 
"-^"-^^^ > np, on en deduit que le nombre des coefficients (inconnues) est 
superieur a celui des equations. Par consequent, le systeme en question admet 
au moins une solution non triviale (i.e., non nulle). Finalement d'apres la 
proposition 1.4, la fonction F{z) = Q[f{z),g{z)], est une constante C et il 
suffit de choisir P = Q — C . □ 
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Corollaire 1.10 Toute fonction elliptique f{z) satisfait a une equation dif- 
ferentielle de la forme 

P{f{z),f'{z))=0, 
oil P est un polyndme d deux indeterminees et a coefficients constants. 

Demonstration : D'apres la remarque 1.5, la derivee f'{z) de la fonction 
elliptique f{z) est aussi une fonction elliptique et il sufRt de poser g{z) = 
f'{z) dans la proposition precedente. □ 



2 Fonctions de Weierstrass 

Dans cette section on etudiera tout d'abord la fonction p de Weierstrass ; 
c'est une fonction elliptique d'ordre 2 qui a un pole double a I'origine en 
tout point du parallelogramme fondamental. Ensuite on introduit les deux 
autres fonctions de Weierstrass : la fonction ( et la fonction a. Contrairement 
a la fonction p, la fonction ( est une fonction meromorphe avec un pole 
simple dans le parallelogramme fondamental tandis que la fonction C est 
une fonction holomorphe partout. Les fonctions de Weierstrass interviennent 
souvent lors de la resolution de problemes theoriques. 

2.1 Fonction p de Weierstrass 

La fonction p de Weierstrass est definie par 

p{z) = \+ y (- — ^-4^), (2.1) 

ou A = Zwi © 'Luj2, est le reseau engendre par deux nombres complexes uJi 
et UJ2 differents de tels que : Im > 0. 

Proposition 2.1 La serie (2.1) converge normalement sur tout compact ne 
rencontrant pas le reseau A, i.e., sur tout compact de C\A. 

Demonstration : On montre que la serie converge normalement sur tout 
disque compact {z : \ z \< r}. Notons que tout disque ferme ne contient 
qu'un nombre fini d'element^ de A et que la nature de la serie ne change 
evidemment pas si on enleve ces elements. Pour | uj \ suffisamment grand, on 
choisit I a; |> 2r pour tons les uj sauf un nombre fini ; ceux qui sont dans le 
disque. On a 

^ (z-ojY ufi^ I u;3 ri 1- ^ |2- 



^Notons que | xLij\-\-yi02 \ est une norme sur R^. Comme elle est equivalente a \/ + y^, 
on peut done trouver un c > tel que : | raLO\ + nu-i |> c\/m? + n^, Vm, n. 



8 



Or 



done 



z\ < r, 

5 

2' 
1 

2' 



2-^1 < ' 



|< 



lOr 



(z — uj)"^ uS^ I ^ P 
et il suffit de prouver que la serie 



a;eA\{0} 

eonverge. Pour eela, eonsiderons le parallelogramme 

Afe = {xux + yL02 ■ sup{| a; I, I y 1} = fc}, 

ou n est un entier. Sur le parallelogramme Ai de cotes 2a;i et 2ijJ2 dont le 
centre est 0, il y a 8 points de A. Soit d la plus courte distance du point z = 
aux points de Ai. Pour chacun de ces 8 points, la distance a est > d, d'ou 

1 1 

et 



E 



a;eAi\{0} ' ' 



Sur le parallelogramme A2 (image de Ai dans I'homothetie de centre 0, de 
rapport 2), il y a 8 x 2 = 16 points de A. Soit 2d la plus courte distance du 
point z = aux points de A2. Pour chacun de ces 8 points, la distance a 
est > 2d, d'ou 

^ 1 8 X 2 _ 8 

^ kTF - 23^3" ~ 22^3' 
a;eA2\{0} ' ' 

En general sur le parallelogramme Aj. (image de Ai dans I'homotlietie de 
centre 0, de rapport k), il y a 8k points de A et pour chacun de ces points, 
la distance a est > kd. Des lors, 



E 

£^eAfc\{o} 



1 

< 



to 



3 - A;3d3 fc2d3 • 



Ainsi la serie 



E 

a;eA\{0} 



u;3 
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est majoree par la serie convergente 

fe=i 

et par consequent elle converge aussi en vertu du critere de comparaison. □ 

Proposition 2.2 p{z) est une fonction elliptique de periodes loi et ui- Elle 
est paire et admet des poles doubles aux points a; G A, dont le residu est nul. 
En outre, p'{z) est une fonction doublement periodique et elle est impaire. 

Demonstration : Notons tout d'abord que la fonction p{z) est paire : 



1 



t^eA\{0} ^ \ i> \ > 

car il suffit de remplacer uj par —u. La derivee de la fonction p{£) est 
P^A = -4-2 V (7 ^—r^, 

La fonction est doublement periodique de periodes a;i et 0^2 ■ En effet, 

on a 

p'(z + cc;i) = -2V(7 TTg, 

= p'(-2), (2.2) 
car uj — uj\ est aussi une periode. De fagon analogue, on montre que 

p'(^ + u;2) = p'(^), (2.3) 

et done 

<g)[z^ijj) = <g){z), \/ueA. 
En outre la fonction p'{z) est impaire : 

p'{-z) = -p'iz). 

Montrons maintenant que p{z) est une fonction elliptique de periodes oji et 
L02- En integrant les relations (2.2) et (2.3), on obtient 

p{z + ui) - p{z) = Ci, 
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et 

p{z + uj2) - p{z) = C2, 

ou Ci et C2 sont des constantes. Posons z = et z = —'^ (rappelons 
que ces points ne sont pas des poles de p{z)) dans la premiere et seconde 
equation respectivement : 

p(f)-p(-f)=Gi, 

P(f)-p(-f)=^2. 

Or on a vu ci-dessus que la fonction p{z) est paire, done Ci = C2 = et par 
consequent 

p{z + uji) = p{z), 

p{z + UJ2) = P(.Z), 

i.e., la fonction p{z) est doublement periodique de periodes coi et i02- D'apres 
la proposition 2.1, la serie (2.1) de fonctions meromorphes converge norma- 

lement sur tout compact de C\A et par consequent sa somme p{z) est une 
fonction meromorphe sur C. On en deduit que p{z) est une fonction elliptique 
de periodes tui et lv2- Notons enfin qu'au voisinage de z = on a 

piz) = 7 + fonction holomorphe, 

[z — (jjY 

ce qui signifie que les points u; G A sont des poles doubles dont le residu est 
nul. □ 

Proposition 2.3 Le developpement de p{z) en serie de Laurent au voisi- 
nage du point est donne par 



^ 00 

{z) = ^ + Y,{2k + l)G2k+2z''\ 



oil 



a;eA\{0} 



et Gk = pour k impaire. 



Demonstration : Au voisinage de z = 0, on a 
ou f{z) est une fonction holomorphe. On a 

/(^) = Yl (7 ^ "2)' 

a;eA\{0} ^ ' 
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avec /(O) = 0. Comme p{z) est une fonction paire, alors au voisinage de 
z = le developpement de f{z) en serie de Laurent a la forme 

f{z) = a2Z^ + 04^;^ + ... + a2kZ^^ + 



avec 



02 



a4 



a;6A\{0} 



4! , w 



a;eA\{0} 



^ ' c^eA\{o} 



Done au voisinage de z = 0, p{z) admet un developpement en serie de 
Laurent : 



avec 



□ 



W6A\{0} 



Remarque 2.1 iVoMS allons donner une autre preuve similaire d la prece- 
dente. Rappelons que : 

00 



1 — z ^ 



k=0 



et 



(1-Z)2 4-^^' 

00 

k=l 

00 



= ^{k + l)z\ \z\<l., 



k=0 

Done pour \ z \< lo, on a 

1 1 1.1 



k + 1 



1], 



00 



E 

fc=i 
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Bes lors 

weA\{0} k=l 

En tenant compte du fait que la fonction p{z) est paire et que cette double 
serie est absolument convergente, on obtient 

wGA\{0} a)eA\{0} 

Definition 2.4 Les deux nombres complexes g2 et gs definis par les series 
(dites d'Eisenstein) : 



= 60 5: ^, 

^ — ' to 

a;eA\{0} 

= E 



f3 _ 

— ' W 

ajeA\{0} 

s'appellent invariants (de Weierstrass) de la fonction p{z). 

Proposition 2.5 La fonction p{z) est solution dans A de I'equation diffe- 
rentielle : 

{p'{z)f=A{p{z)f-g2p{z)-g^, (2.4) 
oil g2 et 53 sont les invariants de la fonction p{z). 

Demonstration : En utilisant les notations 52 et 53 introduites dans la defi- 
nition 2.4, on recrit la fonction p{z) sous la forme 

Les conditions de derivation terme a terme de cette serie etant satisfaites, 
on obtient 

U \ ~2 02 , 93 3 . 

^^"^ = i^ + io" + y" +- 

En elevant p'{z) au carre et p{z) au cube, on obtient 

/ // \\2 4 52 4 53 6 , N 



Des lors, 



(p'(.))2 - Mz)f+92P{Z) = -53 + + '-^Z' + ... 
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La fonction 

{p'{z)f - 4p(.))3 + gMz) +9s = + + ... 

est holomorphe au voisinage de z = et elle est nulle en ce point. Or cette 
fonction est doublement periodique, done elle est holomorphe au voisinage 
de tout point du parallelogramme fondamentale et par consequent elle est 
holomorphe dans tout C. Comme elle n'a pas de poles, elle est bornee dans le 
parallelogramme fondamentale (un compact) et done bornee dans C. D'apres 
le theoreme de Liouville, cette fonction est constante et puisqu'elle est nulle 
en 0, elle est done identiquement nulle. □ 

Proposition 2.6 La fonction p'{z) sannule au point a E C tel que : —a = a 
mod. A, i.e, 2a £ A, a ^ A. Autrement dit, modulo A, p'{z) a trois zeros 
simples : ^^^'^ , En outre, en posant 



ei 



p(y), 



62 



p(y), 



63 



Pi n )' 



on obtient 



et 



61 7^ 62 7^ 63, 

ei + 62 + 63 
6162 + 6263 + 6361 



0, 



616263 = ^. 



92 
■ 4 ' 



Demonstration : En tenant compte du fait que la fonction p'{z) est impaire 
et qu'elle est doublement periodique, on obtient 



p(y) 



-p(-y)' 

-P ( 2^^''^' 



ou = 1, 2 et done p'(^) = 0. De meme, on a 



Pi n ) 



n n — )' 



2 

tfi + UJ2 



+ L01 +u;2), 



-Pi 7, 



et done ^{^^^^ 



2 ; — 0. D'apres la proposition 2.5, on a 

(p'(z))2 = 4(p(z))3-52p(^)-ff3, 

= 4(p(2:) - ei)(p(2:) - e2)ipiz) - 63). 
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Montrons que : ei 7^ 62 7^ 63. En effet, on a vu que la fonction p{z) — ej, (j = 
1, 2, 3), est elliptique, possede un pole double et un zero double. Des lors, les 
relations : p{^) — ei = et p'(^) = signifient que la fonction p{z) — ei a un 
zero double en ^ ce qui implique que : ei 7^ 62 et ei 7^ 63 car sinon la fonction 
p{z) aurait plus d'un zero double, ce qui contredit la multiplicite. Pour les 
points ^ et "^^'^^ il suffit de faire un raisonnement similaire au precedent. 
Par consequent, ei 7^ 62 7^ 63. Les autres relations entre les coefficients de 
I'equation (2.4) et ses racines, decoulent immediatemment des proprietes des 
racines des equations algebriques. □ 

Remarque 2.2 En posant w = p{z), I'equation (2.4) s'ecrit 

(— ) = 4w-' - g2W - gz- 
dz 

Or z ^ lorsque w — > 00, done 

(2.5) 



1/ - g2W - gz 

Autremant dit, la fonction w = p{z) s'obtient par inversion de I'integrale 
(2.5) (dite integrate elliptique sous forme de Weierstrass). Reciproquement, 
si le polynome Aw^—g2W—gz n'a pas de zeros multiples (i.e., son discriminant 
est non nul : ~ 27(7| 7^ Oj, alors I'inversion de I'integale (2.5) conduit a la 
fonction p{z) de Weierstrass. 

Proposition 2.7 L'application 

C/A^CP2, z^[l,p{z),p'{z)lz^Q, 
0^ [0,0, 1], 

est un isomorphisme entre le tore complexe C/A et la courbe elliptique S 
d'equation affine : 

= - g2X - gs. (2.6) 

Demonstration : II sufHt de poser x = p{z), y = p'{z) et d'utiliser I'equation 
differentielle (2.4). □ 

Proposition 2.8 Soientu,v ^ A et u±v ^ A, alors la fonction p{z) verifie 
la hi d'addition 

p{u) + p{v) + p{u + v) = -i^ ' ^ ''^ 



4 p{u) - p{v 
ainsi que la formule de duplication 
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Geometriquement, si Pi et P2 sont deux points distincts de la courbe elliptique 
£ d'equation nffine (2.6), alors £ a trnis points d 'intersection avec la droite 
secante L = P1P2 qui passe par Pi et P2- Dans le cas oil Pi = P2, alors L 
est la tangente a la courbe au point Pi = P2- Les coordonnees du 3^™^ point 
d 'intersection s'expriment comme fonctions rationnelles des deux autres. 

Demonstration : Considerons la courbe elliptique £ d'equation affine 

y2 = 43,3 _ g^r^ _ 

Soient Pi et P2 sont deux points distincts de £, ayant pour coordonnees 
(xi = p{u),yi = p'{u)) et {x2 = p{v),y2 = p'{v)) respectivement. Soit 
y = ax + b I'equation de la droite secante L = P1P2 qui passe par Pi et P2. 
Cette droite coupe la courbe £ de telle fagon que : 

y2 = 4a~3 _ g^^ - = [ax + bf, 
ou ce qui revient au meme 

(p{x) = 4x^ — g2X — gs — (ax + b)^ = 0. 
Considerons maintenant la fonction elliptique 

f{z) = p'{z) - ap{z) - b. 

Comme p'{z) a un pole d'ordre 3 a I'origine, il en est done de meme pour 
f{z). Cette fonction a done trois zeros dont deux sont connus : z = u, z = v et 
un troisieme que nous noterons provisoirement z = t. D'apres la proposition 
1.7, la somme des poles est egale a celui des zeros, d'oii 

+ + = ^ + ?; + ^, (mod.A), 

et done t = —u — v. Des lors, 

= f{u) = p'{u) - ap{u) - b, 

= f{v) = p'{v)-ap{v)-b, (2.7) 
= f{—u — v) = —p'{u + v) — ap{u + v) — b, 

en tenant compte du fait que p{z) est paire et p'{z) est impaire. On deduit 
immediatement des deux premieres equations que : 

p'ju) - p'{v) 
p{u) - p{v) ' 
p'{v)p{u) - p'{u)p{v) 
p{u) - p{v 
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En remplagant ces expressions dans la troisieme equation du systeme (2.7), 
on obtient la relation 

p{u^v) = -—piu^v) . (2.8) 

Par ailleurs, on a 

^(p(z)) = 4p3(z) - g2p{z) - 53 - [(ip{z) + 6)^ 

= V(2) _ -a^p^{z) - (52 + 1ah)p{z) - 53 - ^^ 



et puisque 
alors 



^{p(u)) = ip{p{v)) = <f{p{u + v)) = 0, 
p{u) + p{v) + p{u + v) = —. 



En remplagant a par sa valeur obtenue precedemment, on obtient 

,„ + rt.) + p(» + »)4(^i||^f. (2.9) 

Rappelons que la courbe S a deux points d'intersection Pi de coordonnees 
(xi = p{u),yi = p'{u)) et P2 de coordonnees (x2 = p{v),y2 = p'{v)) avec 
la droite sccante L = P1P2 passant par Pi et P2. On sait qu'il existe un 
troisieme point unique P^ € £ Cl L de coordonnees (2:3 = p{w),ys = p'{w)). 
D'apres le systeme (2.7), les coordonnees (x3,y3) s'expriment en fonction de 
(xi,j/i) et {x2,y2) comme suit 

X3 = -{xi+X2) + -{ ), 

4 Xi - X2 

2/3 = 0x3 + b, 

.2/i-2/2xr . , X , 1 . 2/1 - 2/2 s2i , 2/2a:;i - 2/ia;2 
= ( ) -(^1 + X2) + 7( ) -\ • 

Xi — X2 4 Xi — X2 Xi — X2 

Dans la formule (2.9), divisons le numerateur et le denominateur par u — v, 

^ P'iu)-p'{v) 
p{u) + piv) + p{u + v) = -[-^^]\ 

u—v 

En faisant tendre u et v vers z, on obtient 

et les coordonnees (x3,y3) du troisieme point P3 E £ H L deviennent 

1 12xf-ff2 ^2 

xs = -2^1 + 4(^^)' 

1 12xf--52w s 

2/3 = -2/1 + 7( 5 )(xi-X3). 

4 2yi 

□ 
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Remarque 2.3 Notons que nous avons choisi a et b de telle fagon que : 

= f{u) = p'{u) - ap{u) - b, 
= f{v) = p'{v) - ap{v) - b. 



II faut done que 



Evidemment si p{u) — p{v) = 0, alors il suffit de deplacer u et v legerement 
de fagon d avoir p{u) — p{v) ^ 0. Le systeme (2.1) s'ecrit 

p'{u) p{u) 1 \ / 1 \ 

p'{v) p{v) 1 a = 0, 

-p'{u + v) p{u + v) 1 J \ b J 

et comme le determinant ci-dessus est ^ 0, alors on obtient la condition 

f p'{u) p{u) 1 \ 

det p'{v) p{v) 1=0, 

\ -p'{u + v) p{u + v) 1 / 

i.e., la relation (2.8) obtenue precedemment. 

Soit S\ I'ensemble des fonctions elliptiques. Get ensemble est un espace 
vectoriel (et meme un corps). On note C{X) I'ensemble des fonctions ration- 
nelles d'une variable. 

Proposition 2.9 On a £,\ = C{p, p'), i.e., toute fonction elliptique pour A 
est une fonction rationnelle de p{z) et p'{z). Plus precisement, I 'application 

C{X) X C(X) £k, {g, h) ^ f{z) = g{p{z)) + p'{z)h{p{z)), 

est un isomorphisme entre espaces vectoriels. 

Demonstration : Soit f G £a- On pent evidemment ecrire / comme une 
somme d'une fonction paire et d'une fonction impaire : 

j(^) ^ /(^) + /(-^) + f{z)-fi-z) _ 
La fonction p'{z) etant impaire, on reecrit la fonction / sous la forme : 

Comme les fonctions ^^^^^^^ et sont paires, il suffit done 

de demontrer que le sous-corps des fonctions elliptiques paires par rapport a 
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A est engendre par p{z). Soit done / une fonetion elliptique paire telle que : 
/ 7^ 0) / 7^ ^-ux points du parallelogramme des periodes (i.e., / n'a ni 
pole, ni zero sur le reseau). Si z est un point tel que : f{z) = 0, alors comme 
/ est paire, f{—z) = et on aura un ordre pair. Des lors, on peut toujours 
choisir des points : zi, Zk, —zi, —Zk qui sont des zeros de / et des points 
pi, ...,Pk,—pi, ■■■,—pk qui sont des poles de /. Considerons la fonetion 



9iz) = n 



p{z) - p{Zj) 

\ p{z) - p{pj)' 

La fonetion p{z) etant paire, alors les zeros (resp. poles) de g{z) sont z = Zj 
(resp. pj) et z = —Zj (resp. —pj)- La fonetion elliptique g{z) a les memes 
poles et les memes zeros que f{z). Des lors, la fonetion n'a pas de poles 
et n'a pas de zeros et d'apres le theoreme de Liouville elle est constante. Par 
consequent. 



f(z) = Cg{z), (C = constante), 

I. 

p{z) - pjzj) 
Piz) - piPjY 



= fonetion rationnelle de p{z). 

Notons que si / a un pole ou un zero dans le parallelogramme des periodes, 
alors pour se debarasser du pole ou du zero, il sufHt de multiplier f{z) par 
{p{z)y . Autrement dit, la fonetion f{z){p{z)y est paire, sans poles, ni zeros 
en (0,0) et c'est une fonetion rationnelle de p{z). □ 

Remarque 2.4 Posons = {f ^ £a '■ f paire}. Dans la preuve precedente, 
on a montre que : 6'^ = C(p), i.e., le sous-corps des fonctions elliptiques 
paires par rapport a A est engendre par p{z). 

Remarque 2.5 D'apres la proposition 2.9, pour caracteriser le corps des 
fonctions elliptiques on forme I'anneau quotient C[X,Y] par I 'ideal principal 
correspondant d I'equation 

= AX^ - g2X - gs. 

Plus precisement, on a 

Sa = C{p, p') ~ C[X,Y]/{Y^ - 4X^ + g2X + 53), 
ou p = X et p' est identifiee a I 'image de Y dans le quotient. 
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2.2 Fonction ( de Weierstrass 

La fonction ( de Weierstras^ est definie par 

C{z) = -- fipiz) - \)dz. (2.10) 
z Jo z 

Notons que la derivee de cette fonction est 

C'iz) = -p{z). (2.11) 
En remplagant p{z) par (2.1) et apres integration on obtient 

c(z) = -+ y (^— + - + 4)- (2-12) 

Proposition 2.10 a) La fonction C,{z) est impaire. 

b) C{z) n' est pas une fonction elliptique. 

c) La fonction C,{z) n'est pas periodique et on a 

C(z + u;k)-az) = Tk, (A; = 1,2) (2.13) 
oil Tk sont des constantes. 

d) Les nombres ujk et sont lies par la relation de Legendre : 

Tllj02 — T2i^l = 2111. 

Demonstration : a) En utilisant (2.11) et la parite de p{z), on obtient 

{c{z) + a-z)y = c'{z)-c'{-z), 

= -Piz) + piz), 
= 0. 

D'oti 

C{z) + C{-z) = C, 

ou C est une constante. En remplagant ({z) par son expression (2.10), on 
obtient 

/ {p{z) - —)dz = C, 

et 

r 1 

= lim / (p(z) - —)dz = C. 

z—*0 J _^ Z 

Par consequent C,{z) = —C,{—z), i.e., la fonction C,{z) est impaire. 

b) En effet, C,{z) a des poles simples en uj et d'apres la remarque 1.4, il 



ne pas confondre avec la fonction C, de Riemann. 
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n'existe pas de fonction elliptique de premier ordre. 

c) D'apres (2.11) et le fait que p{z) est doublement periodique, on a 

{({z + ujk) - C{z)y = -p{z + ujk) + p{z), 
= -p{z) + p{z), 
= 0, 

et par consequent (^{z + cok) — C(^) = Tk, {k = 1, 2) ou sont des constantes. 

d) Comme dans la preuve de la proposition 1.6, soit 7 = 71 U 72 U 73 U 74 la 
frontiere du parallelogramme fondamental 11 relativeinent au reseau A, avec 
71 = [zo, zq + wi], 72 = [zo + LOi, Z0+UJ1+ UJ2],73 = [zq + a;i + 102, zq + ^2] et 
74 = [Z0+UJ2, Zq]. Supposons que I'unique pole z = de (^{z) soit a I'intSrieur 
de ce parallelogramme, sinon on peut toujours en vertu de la proposition 1.5 
choisir un autre parallelogramme proche du precedent de fagon a ce que le 
pole en question soit a son interieur. Le residu de ({z) au point z = etant 
egal a 1, on deduit du theoreme des residus que : 

4 r 

/ C{z)dz = 27Ti. (2.14) 



Notons que 



/ az)dz = [ c{z)dz, 

-'72 J[zo+u>i,zo+u;i+ui2] 



et 



/ ({u + u}i)du, u = z — uii, 

J[zo,ZO+tjJ2\ 

/ C,{z + uji)dz, 

J[ZQ,Z0+U)2\ 



[ Q{z)dz = I az)dz, 

({V + U}2)du, V = Z-0J2, 



[zo+U!i,zo] 

= — C{z + i02)dz. 

J[zo,zo+u;i] 

En remplagant ces expressions dans (2.14), on obtient 



/ iaz)-az + L02))dz+ [ iaz + iOi)-az))dz = 27ri, 



'[zo,Zo+UJi] •'[zo,zo+oJ2] 

et d'apres (2.13), 



/ {—T2)dz + I T\dz = 2m, 

J[za,ZQ+Lx)x\ J\ZQ,Z0+ljJ2\ 



l[za,ZQ+U)i\ J[ZO,ZO+L02\ 

i.e., T1UJ2 — T2LO1 = 27ri. □ 
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2.3 Fonction a de Weierstrass 

La fonction a de Weierstrass est definie par 

a{z) = ze^o (^(^)-i)'^^ (2.15) 
et sa derivee logarithmique est 

(lna(z)y = ^ = C(^). (2.16) 

En remplagant C,{z) par son expression (2.12), on obtient 



a{z) = z TT (l--)et+-2ity. (2.17) 

c^eA\{o} 



Proposition 2.11 a) a{z) est une fonction impaire. 
b) La fonction (j{z) verifie la relation 

a{z + Uk) = -e'''^^'+'^la{z), (fe = l,2), 

oil Tk sont des constantes. 

Demonstration : a) D'apres (2.17), on a 



a{-z) = -z W il + -)e-t+-2& 

CO 

LO£A\{0} 



(1 )e'7"^2^'' ^ „ = 

weA\{o} ' 

= -<y{z). 

Une autre preuve consiste a utiliser I'autre definition (2.15) de (t(z). On a 

= v=-u 

= -ze-■^o(-^(")+^)''^ (Cest impaire) 



b) On a 



— — ; r- = C(2; + a;jt), d'apres(2.16) 

= C{z)+Tk, d'apres(2.13) 



a'(z) 



a{z) 



Tk- d'apres(2.16) 
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En integrant, on obtient 

In (7(2; + Wfc) = lna{z) + T^zCk, = constante 

d'ou 

Pour 2; = — on a 
Or a{z) est impaire, done 



f^(Y) = e 2 e^'=a(-— ). 



et par consequent cr(z + w^) = —e^^'^^^^\o{z), [k = 1,2). □ 

Proposition 2.12 Soit f une fonction elliptique d'ordre n. Designons par 
ai, Qn (resp. 61, bn) les zeros (resp. poles) de f dans le parallelogramme 
des periodes. Ici tons les zeros et les pdles sont comptes avec leurs ordres de 
multiplicites. Alors 

fiz) = Ca{z + 2^ a,- - bj) i 

j=l i-i-j=l^'<^ "1) 

oil C est une constante. 

Demonstration : D'apres la proposition 1.8, on a 

n n 

aj — bj = periode = lo. 

D'ou 

n n 

j=2 j=i 

Considerons la fonction 



n?=2 o-{z — ttj) 

g{z) =a{z + u-ai)Yfn 



D'apres la proposition 2.11 (point b)), on a 

a{z + Uk) = -e'"'^'^'^\a{z), (A; = 1,2), 
et comme cr{z) est une fonction impaire, alors 

g{z + u,) = e-(S^-^--+--S"-»^)a(. + ai+..)nk^|^, 

\.\.j=i(^KZ - bj) 

= 9iz). 

La fonction n'a pas de poles dans le parallelogramme des periodes. 

Puisque cette fonction est doublement periodique, alors elle est bornee sur 
C et par consequent, elle est constante en vertu du theoreme de Liouville. □ 
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3 Integrales elliptiques et fonctions de Jacobi 



Dans cette section, on va etudier les fonctions de Jacobi. Ce sont des 
fonctions elliptiques du second ordre qui ont deux poles simples dans le 
parallelogramme des periodes. Ces fonctions interviennent souvent lors de la 
resolution de problemes pratiques. 

On appelle en general integrale elliptique une integrale de la forme 



ou R est une fonction rationnelle a deux variables et P{s) un polynome de 
degre 3 ou 4 avec des racines simples. En general, cette integrale ne s'ex- 
prime pas au moyen de fonctions elementaires c'est-a-dire celles que I'on 
obtient en appliquant a la variable s les operations algebriques (addition, 
soustration, multiplication, division) en nombre fini, ainsi que les fonctions 
logarithmiques, trigonometriques et leurs inverses. Nous verrons que les fonc- 
tions inverses de ces integrales elliptiques sont des fonctions elliptiques. On 
montre qu'a I'aide de transformations elementaires, une integrale elliptique 
se ramene a I'une des formes canoniques (de Legendre) : 



ou A; et Z sont des constantes. La premiere de ces integrales est dite integrale 
elliptique de premiere espece, la seconde integrale elliptique de seconde espece 
et la troisieme integrale elliptique de troisieme espece. On pent ecrire ces 
integrales sous une forme un peu differente, en posant s = siiKp, et les 
integrales precedentes s'ecrivent 
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En general, on adopte les notations suivantes : 

^^'^ ds dip 



^ '^'^ ~ Jo ^(i-s2)(i-fe2s2) yrr^sm-yp 



,2 



E{k, If) = W — ^ds = Y 1 - sin^ ipdcp, 



/o (l + /s2)y(i_s2)(i_p52) 7o (1 + Zsin2 ^)Vl-A;2smV' 

On rencontre souvent des integrales ou la borne superieure est (p = ^. Dans 
ce cas, on ecrit 

Fik) = r , ^ f'^ ^dip 

Jo ^(l-s2)(l-A;2s2) Jo Vl-'fe'sinV' 
^(^) = ]l ^[-lf '^^ = I ' ^Jl-k^sin^dip, 

et ces integrales sont dites integrales elliptiques completes respectivement de 
premiere et de seconde espece. On montre que 

Considerons des integrales elliptiques de la forme 

ds 



v/(l-s2)(l_fc2g2)' 



0< A;< 1 



et voyons avec un peu plus de detail les proprietes de cette integrale de 
premiere espece tout en sachant que les proprietes des autres integrales s'ob- 
tiennent de fagon similaire. Nous avons vu ci-dessus que le changement de 
variable s = sin ramene cette integrale a la forme 



nip 

Jo x/l 



dip 

\/l — /c2 sin2 ip 

Nous envisagerons tout d'abord le cas oii 7^ et A; 7^ 1. La fonction t{(p) 
definie par cette integrale est strictement croissante et derivable. Elle possede 
done un inverse, qu'on appelle amplitude de t et qui se note 

ip = ami = am(t; A;). 

Notons que si A; = 0, alors 

ds 



f 

Jo 



,2 



arcsm s, 
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d'ou s = smt. Pour A; / 0, on note par analogie la fonction inverse de 
I'integrale en question par 



s = snt = sn{t; k), 

que I'on nomme fonction elliptique de Jacobi (Lire s, n, t en detachant les 
lettres). Le nombre k est appele module de la fonction. Lorsqu'il n'y a pas 
ambiguite sur le module k, on ecrit tout simplement snt au lieu de sn(t; k). 
La fonction ip = ami est une fonction impaire strictement croissante de t. 
Elle satisfait a 

am(0) = 0, ^(0) = 1- 

Comme s = sin 93, on pent done ecrire s = snt = sin(amt). 

La deuxieme et troisieme fonction elliptique de Jacobi sont definies respec- 

tivement par 

cnt = cn(t; k) = cos ami, 

et 

dnt = dn(t; k) = a/I - kHuH. 

Pour exit, lire c, n, t en detachant les lettres. De meme, pour dnt, lire d, 
n, t en detachant les lettres. La aussi lorsqu'il n'y a pas ambiguite sur le 
module fc, on ecrit tout simplement cnt (resp. dni) au lieu de cn(t; k) (resp. 
dn(t;/c)). 



Proposition 3.1 On a 



SV?t + CT?t 



dnh + k^sYih = 1. 

Demonstration : En effet, on a 

cnt = cos amt, 

= — sin^ ami, 

= Vl - sxiH. 

De meme, on a 



dnt = \/l — /c^sn^t, 
= \J\ — k'^sn^t. 



□ 
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Remarque 3.1 Les periodes de la fonction snt sont 4K et 2iK avec 
K=C = F{k), 

Jo ^(l-s2)(l-fc252) ^ ^' 

et 

K' = = = Fin 

Jo v^(s2 - 1)(1 - A;2s2) Jo ^(l-r2)(l-A:'2r2) ^ ^' 

o« /c' = \/l — A;2 et s = \n^.-z ■ nT-eme, les periodes de cnt sont AK et 
2K + 2iK' et celles de dnt sont 2K et AiK' . 

Proposition 3.2 On a 

sn(0) = 0, cn(0) = 1, dn(0) = 1. 

La fonction snt est impaire tandis que les fonctions cnt et dnt sont paires : 

sn(— t) = —snt, cn(— t) = cnt, dn(— t) = dnt. 

Demonstration : En effet, les trois premieres relations sont evidentes. En ce 
qui concerne les autres, par definition si 



t 



r ds_ 

Jo TFT^Wf 



V(l-s2)(l_fc252)- 

alors s = snt. Des lors, 

t ' '^^ 



^(l-s2)(l-A;2s2)' 



autrement dit, sn(— t) = —s = snt. Des relations sn2t + cn2t = 1 et 
dn2t + fc2sn2^ _ dcduit aiscment que 



cn{—t) = a/1 — sn2(— = ^/l — sn'^t = cnt, 

et 

dn{-t) = Vl - kW{-t) = Vl - A;2sn2t = dnt 

□ 

Proposition 3.3 Les derivees des trois fonctions elliptiques de Jacobi sont 
donnees par 

d 

—snt = cnt. dnt, 
dt 

d 

—cnt = — snt.dnt, 



dt 
di 



d , ,2 
—dnt = —k snt.cnt. 
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Demonstration : En effet, par definition si 



t 



r ds_ 

Jo 



alors s = snt et on a 

^snt = ^/{l-snH){l-k'Wt) = cnt.dnt. 
Comme sn^t + cn^t = 1, alors 

snt^snt + cnt-^cnt = 0, 

at at 

d 

sntcntant + cat— cut = 0, 

at 

d 

snidni + —cnt = 0. 
at 

De meme, de la relation dn^t + /c^sn^t = 1, on deduit que 

, d , ,2 d 
dnt— dni + k snt— snt = 0, 
at at 

d , ,2 

—ant + k sntcnt = 0. 
at 

□ 

Proposition 3.4 Les fonctions elliptiques de Jacobi verifient les equations 
differentielles : 

{f^sntf = {l-snh){l-k'^snH), 
ij^cntf = (l-cn2t)(A;'2 + feWi), 
ij^dntf = {l-dnH)idnH-k'^), 



ou 



k' = VT^. 



Demonstration : En effet, la premiere equation a ete obtenue dans la preuve 
de la proposition precedente. Concernant les deux autres equations, on a 

(^cni)^ = sn^t.dn^t, (proposition 3.3) 

= (1 - cn^t)(l - fc^sn^t), (proposition 3.1) 

= (1 - cnH){l - k'^{l - cn^t)), (proposition 3.1) 

= {l-cnH){k'^ + k'^cn^t), 
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et 

(^dnt)^ = fc^sn^t.cn^t, (proposition 3.3) 

= - dn^t)(l - sn^t), (proposition 3.1) 

= (1 - dn^t){k^ - (1 - dnH)), (proposition 3.1) 

□ 

Corollaire 3.5 Les fonctions elliptiques de Jacobi : snt, cut et dnt s'oh- 
tiennent par inversion respectivement des integrales : 

t = 
t = 
t = 



dw 




-w^){l- 


kP'w'^) ' 




dw 








+ k'^w'^) 




dw 






— w'^){w^ 





ou 



k' = VT^. 



Demonstration : En posant w = snt dans la premiere equation differentielle 
(proposition 3.4), on obtient 

^ = W), 
et il suffit de noter que : 

w{0) = sn(0) = 0, (proposition 3.2) 

dw , , , , , 

^(0) = sn'(O), 

= cn(0).dn(0), (proposition 3.3) 
= 1. (proposition 3.2) 

De meme, en posant w = cnt dans la seconde equation differentielle (propo- 
sition precedente), on obtient 

^ = ^{l-w^){k'^ + k^w^), 
et il suffit de noter que : 

w{0) = cn(0) = 1, (proposition 3.2) 

dw I, , 

^(0) = cn'(O). 

= — sn(0).dn(0), (proposition 3.3) 
= 0. (proposition 3.2) 
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Et enfin, en posant w = dnt dans la troisieme equation differentielle (pro- 
position precedente), on obtient 

dw 



et 11 suffit de noter que 



w{0) = dn(0) = 1, (proposition 3.2) 

^(0) = d„'(0,, 

= — A;^sn(0).cn(0), (proposition 3.3) 
= 0. (proposition 3.2) 

□ 

Examinons enfin le cas ou A; = et A; = 1. 
Proposition 3.6 a) Quand k = 0, on a 

a.m{t;0)=t, sn(i; 0) = sint, cn(i; 0) = cost, dn(t;0) = l. 
b) Lorsque k = 1, on a 

1 1 
sn{t; 1) = tanht, cn{t; 1) = — —, cn{t; 1) 



cosh t cosh^ t 

Demonstration : En effet, les deux premieres relations s'obtlennent directe- 
ment en utilisant la definition de ces integrales tandls que les autres decoulent 
des relations sn^t + cn^t = 1 et dn^t + k'^sv^t = 1 (proposition 3.1). 
b) En effet, pour /c = 1 on a 



< 1, 



r ds 1 , ,1 + s, 
t = / 2 = o ) = argtanhs, 

et alors s = snt = tanht. Pour les autres relations, on a 

cn(t; 1) = a/1 - sn2(t; 1) = v^l^^tanl?7 = , 

coshi 

et 

dn{t; 1) = 1 - sn^{t; 1) = 1 - tanh^ t 



cosh^ t 
□ 

Proposition 3.7 Les fonctions snt, cnt, dnt satisfont respectivement aux 
formules d 'addition suivantes : 

sntcnrdnr + snrcnMnt 



sn{t + t) 
cn{t + r) 
dn{t + r) 



1 — k'^sn^tsn?T ' 
cntcnr — sntsnrdntdnr 

1 — k'^sn^tsn?T ' 
dnMnr — /c^sntsnrcntcnr 
1 — k'^sn^tsn^T 
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Demonstration : Considerons I'equation d'Euler 

ds dr 

+ ^== = 0, 



ou P(^) = (1 - - fc^^^),0 < k < 1. L'integrale de cette equation peut 
s'ecrire sous la forme 

t + T = Ci, (3.1) 

ou Ci est une constante et 

ds r dr 



t 



r ds _ r 

Jo 7H^' ^~Jo 



avec s = snt et r = snr. Considerons maintenant le systeme differentiel 

I = ^/^^. (3^2) 

dr 



On a 



fs 
dz'^ 
fr 
dz'^ 



= s(2A;2s2 - 1 - A;2), 
= r(2)fcV - 1 - 



et 



Notons que 



d S d r o;2/2 2\ 

r—^ — s—^ = 2k srls —r), 
dz'^ dz'^ 

2/d^\2 2td'^\2 / 2 2\/i ; 2 2 2\ 

f \-rj — s = ~ )(1 ~ k s r ). 



dz^ dz dz ' dz'^ dz'^ 



done 



( ds , „dr\( ds _ dr\ „2^'ds^2 _ s'^(dr\2' 
y dz ^ ^dzJy dz ^dz) ' ^dz} * ^dz) 



Tzir'^z-^Tz) ^ '^khr ds dr- 
rdf-s^ k'^s'^r'^-V dz dz'' 

dz dz 



En integrant, on obtient 



d'ou 



I. in(r^ -s'^) = 4- ln(A;2sV - 1), 
dz dz dz dz 



d^ r-i (-1 7 2 2 2\ 

r- s— = 62(1 - k s r ), 

dz dz 
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ou C2 est liee a Ci par une relation de la forme : C2 = /(Ci) avec / une 
fonction a determiner. En tenant compte de (3.2), on obtient 



r^/P{s)+s^/P(^=C2{l-kh\^). (3.3) 

Or 

/P(i) = V(l-s2)(l-A;V), 

= ^y{l-snH){l-k^snH), 
= cntdnt, (proposition 3.1) 

\/P{s) = cnrdnr, 

done I'equation (3.3) devient 

sntcnrdnr + snrcnMnt = C2(l — k'^sn^tsn^r). 

Rappelons que C2 = /(C'l) = f{t + r) (d'apres (3.1)). Des lors pour r = 0, 
on a f{t) = snt. Done 

sntcnrdnr + snrcntdnt _ _|_ ) 
1 — k^sn?tsn?T 

Pour les deux autres formules, il suffit d'utiliser un raisonnement similaire 
au precedent. □ 

Remarque 3.2 En un certain sens, les fonctions elliptiques de Jacobi snt 
et cnt generalisent les fonctions trigonometriques sinus et cosinus. 



4 Applications 

4.1 Le pendule simple 

Le pendule simple est constitue par un point materiel suspendu a I'extre- 
mite d'un fil (ou une tige theoriquement sans masse) astreint a se mouvoir 
sans frottement sur un cercle vertical. On designe par I la longueur du fil (i.e., 
le rayon du cercle), g Tacceleration de la pesanteur et x Tangle instantane 
du fil avec la verticale. L'equation du mouvement est 

^ + fsm. = 0. (4.1) 

Posons = l'equation (4.1) s'ecrit 

9d0 + jsinxdx = 0. 

En integrant, on obtient 

0^ 9 

— = 7 cos X + C, 
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ou C est une constante. Pour determiner cette derniere, notons que lorsque 
t = Q, X = xq (angle initial), alors ^ = (la vitesse est nulle), d'ou 



^ 9 

G = — y cosajQ. 

Par consequent 

^(|)2 = ^^^ = cosx-cos.o. (4.2) 
Nous allons etudier plusieurs cas : 

a) Considerons le cas d'un mouvement oscillatoire, i.e., le cas ou la masse 
passe de X = xo (le plus grand angle attaint par le pendule ; il y correspond 
une vitesse 6* = 0) a .t = (vitesse maximale). Comme cosx = 1 — 2sin^ |, 
alors I'equation (4.2) devient 

— ( — ) =sm — — sm -. (4.3) 
Ag^dt' 2 2 ^ ^ 



Posons 



d'ou 



. X . .To . 

sm — = sm — sm ip, 



1 X . xo 

- cos —dx = sm — cos iodip, 

2 2 2 ^ ^' 



-i/l — sin^ —dx = sin -^\Jl — s\v? ipdip, 



et done 



1 /i ■ 2 ^0 . 2 J • ^0 . 2 J 

- W 1 — sm — sm ifdx = sm — y 1 — sm ipdip, 
2 sin ^ ^Jl — s\v? 



dx = — J dip. 

2 

Par substitution dans (4.3), on obtient 



1 — sin^ ^ sin^ (p 



/#n2 5/-, ,2 • 2 X 

(-) =y(l-fc sm ip), 

ou 

k = sm — , 
2 ' 

est le module et ^ Tangle modulaire. Notons que pour x = 0ona(/? = 0et 
des lors 



5 io i/l — sin^ 
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D'apres la section 3, on a done 



et par eonsequent 



9 9 
sunp = zb sin amyt = zbsnW yi, 



. X xo g 

sin — = lb sin — sn< / -t. 
2 2 y I 



b) Considerons le eas d'un mouvement eireulaire. On eerit I'equation (4.2) 
sous la forme 



1 — 2sin — — cosxo, 



2g^dt' 2 



u2 „■ 2 



= (1 — cosa;o)(l — sin ^j, 



ou 



1 — cos Xo ' 

avec k positif et < < 1. En tenant compte de la condition initiale 
x{0) = 0, on obtient 



/ 21 dip X 

at = ±\ —. r / — , LD = —. 

Y 5(l-cosxo) 7o Vl - ^'^ sin^ ^ 2 



Done 



et 



-cosxo), 
^ = ±am\l 1, 



X = ±2amf-^^^^t. 

c) Consid6rons enfin le cas d'un mouvement asymptotique. C'est le cas ou 
xq = ibTT et I'equation (4.2) s'ecrit 

I , dX ^ 2 -I r» 2 

— ( — ) = COS X + 1 = 2 COS — . 
2g^dt' 2 

B'ou 

1 // r dx 

t = ± 



et 



9 Jo cos f ' 



X TT 

lntan( h — ), 

9 TT 4' 



x = 4 arctan e V i — tt. 



On verifie que x — > ±7r quand i — > oo. 
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Remarque 4.1 Pour des petites oscillations, on peut approcher sinx par x 
et I'equation (4-1) se ramene d une equation lineaire, 



d'^x g 

dont la solution generale est immediate : 

x{t) = Ci cos -^t + C2^^sin -^t^ 

oil Ci = x(0) et C2 = ^(0). Pour des petites oscillations la periode du 
pendule (le temps necessite pour une oscillation complete ; un aller-retour) est 

I'K^J^. Par contre, dans le cas des oscillations qui ne sont pas necessairement 

^ '^^ = avec k = 

» yl— fc^sin x 

sinf . 

4.2 Le corps solide d'Euler 

Les equations d'EuleJl du mouvement de rotation d'un solide autour 
d'un point fixe, pris comme origine du repere lie au solide, lorsqu'aucune 
force exterieure n'est appliquee au systeme, peuvent s'ecrire sous la forme 

= (A3 -A2) mama, 
^^ = (Ai-A3)mim3, (4.4) 
^ = (A2-Ai)mim2. 

ou (mi,m2,m3) est le moment angulaire du solide et Aj = I^^ , /i,/2 et I3 
etant les moments d'inertie. Ces equations admettent deux integrales pre- 
mieres quadratiques : 

-f^i = ^ (Aim^ + A2m2 + A3m|) , 
et ^ 

Nous supposerons que Ai, A2, A3 sont tons differents de zerc0. Dans ces condi- 
tions. Hi = entraine mi = m2 = m3 = et done H2 = ; le solide est 
au repos. Nous ecartons ce cas trivial et supposons dorenavant que Hi ^ 
et H2 7^ 0. Lorsque Ai = A2 = A3, les equations (4.4) montrent evidemment 



^On parle aussi de mouvement d'Euler-Poinsot du solide 

''c'est-a-dire que le solide n'est pas reduit a un point et n'est pas non plus concentre 



sur une droite. 
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que mi, m2 et m^ sont des constantes. Supposons par exemple que Ai 
les equations (4.4) s'ecrivent alors 



dmi 

HT 
dm-2 

"df 
dms 



(A3 - Ai)m2m3, 
(Ai - A3)mim3, 
0. 



dt 

On deduit alors que m^ = constante = ^ et 

dmi 



A{X3 - Ai)m2, 
A{Xi - A3) mi. 



Notons que 



dt 
dm-2 
"df 

^(mi + im2) = iA{Xi - A3)(mi + im2). 



on obtient mi + im2 = Ce^^^^^~^^^^ , ou C est une constante et done 

mi = C cos A{Xi — Xs)t, m2 = C sin ^(Ai — X3)t 

L'integration des equations d'Euler est delicate dans le cas general ou Ai, A2 
et A3 sont tons differents ; les solutions s'expriment a I'aide de fonctions ellip- 
tiques. Dans la suite nous supposerons que Ai, A2 et A3 sont tons differents 
et nous ecartons les autres cas triviaux qui ne posent aucune difficulte pour 
la resolution des equations en question. Pour fixer les idees nous supposerons 
dans la suite que : Ai > A2 > A3. Geometriquement, les equations 

Aimi + A2m2 + A3mi = 2ifi, (4.5) 

et 

mi + m2 + m| = 2H2 = r^, (4.6) 
representent respectivement les equations de la surface d'un ellipsoide de 



demi-axes : y^xT grand axe),y ^^(demi axe moyen),^^^(demi 

petit axe), et d'une sphere de rayon r. Done le mouvement du solide s'effectue 
sur I'intersection d'un ellipsoide avec une sphere. Cette intersection a un 
sens car en comparant (4.5) a (4.6), on voit que < < ce qui 
signifie geometriquement que le rayon de la sphere (4.6) est compris entre le 
plus petit et le plus grand des demi-axes de rellipsoi'de (4.5). Pour ctudier 
I'allure des courbes d'intersection de I'ellipsoide (4.5) avec la sphere (4.6), 
fixons i^i > et faisons varier le rayon r. Comme Ai > A2 > A3, les demi- 
axes de rellipsoi'de seront > > Si le rayon r de la sphere est 
inferieur au demi petit axe ou superieur au demi grand axe alors 
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I'intersection en question est vide ( et aucum mouvement reel ne correspond 
a ces valeurs de Hi et r). Lorsque le rayon r est egal a alors I'intersection 
est composee de deux points. Lorsque le rayon r augmente < r < ^^T"), 
on obtlent deux courbes autour des extrcmitcs du demi petit axe. De meme 
si r = on obtient les deux extremites du demi grand axe et si r est 
legerement lnf6rieur a on obtient deux courbes fermees au voisinage de 
ces extremites. Enfln, si r = alors I'intersection en question est constitute 
de deux cercles. 

Proposition 4.1 Les equations differentielles (4-4) d'Euler, s'integrent au 
moyen de fonctions elliptiques de Jacobi. 

Demonstration : A partir des integrales premieres (4.5) et (4.6), on exprime 
nil et ms en fonction de ni2. On introduit ensuite ces expressions dans la 
seconde equation du systeme (4.4) pour obtenir une equation difFerentielle 
en 7712 et seulement. De maniere plus detaillee, on tire aisement de (4.5) 
et (4.6) les relations suivantes 

Ai — As 

2 _ r2Ai-2ffi-(Ai-A2)mi 
777,3 — ^ ^ • l^.sj 

Ai — A3 

En substituant ces expressions dans la seconde equation du systeme (4.4), 
on obtient 

dt 



= J{2Hi - r2A3 - (A2 - A3) m2)(r2Ai - 2Hi - (Ai - A2) m 



2\ 



En integrant cette equation, on obtient une fonction t{m,2) sous forme d'une 
integrale elliptique. Pour reduire celle-ci a la forme standard, on pent sup- 
poser que > (sinon, il suffit d'intervertir les indices 1 et 3 dans toutes 
les formules precedentes). On reecrit I'equation precedente, sous la forme 



dm2 L _ A2-A3 _ ^1-^2 2 



^y{2Hi - r2A3)(r2Ai - 2Hi)dt V 2i7i - r^As r^Ai - 2iJi 

En posant 



r = ty/i\2-X3){r^Xi-2Hi), 

S = 77721 



A2 — Aa 



2Hi - r^X, 



on obtient 



^-J(l- s^)(l - (Ai-A2)(2gi-r2A3) 
dr-V^ {X2-Xs){r^Xi-2Hif > 
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ce qui suggere de choisir comme module des fonctions elliptiques 

2^ (Ai-A2)(2ffi-r2A3) 
(A2-A3)(r2Ai-2i/i)- 

Les inegalites Ai > A2 > A3, ^ < < ^ et > ^ montrent qu'effec- 
tivement < fc^ < 1. On obtient done 



^ = J{l-s^){l-k^s^). 
dr 

Cette equation admet la solutiorH 

ds 



v'(l-s2)(l-Ps2) 



La fonction inverse s(r) constitue I'une des fonctions elliptiques de Jacobi 
s = snr, qui determine egalement m2 en fonction du temps, i.e., 



'2H^ -r'^M 



"^^ = V A2-A3'-^"" 

D'apres les egalites (4.7) et (4.8), on sait que les fonctions mi et m^, s'ex- 
priment algebriquement a I'aide de m2, done 



2Hi-r^X3 n 

mi = \ — Vl - sn^T, 

V Ai — A3 



et 



'r2Ai - 2H, 



ms = i I — — - ■ \/l — /c^sn^r. 

y Ai - A3 

Compte tenu de la definition des deux autres fonctions elliptiques (voir sec- 
tion 3) 

cnr = \/l — sn^r, dnr = \/l — k'^sn^T, 

et du fait que r = t\/(A2 — A3)(r2Ai — 2Hi), on obtient finalement les for- 
mules suivantes : 



cn(V(A2-A3)(r2Ai-2i/i)), 





-r2A3 


Ai 


-A3 


'2H1- 




A2 


-A3 






Ai 


-A3 



mi = 

^2 = ^^^^ sn(V(A2-A3)(r2Ai-2i7i)), (4.9) 
"^3 = V"^^ dn(V(A2-A3)(r2Ai-2i/i)). 

Autrement dit, I'integration des equations d'Euler s'effectue au moyen de 
fonctions elliptiques. □ 



^on convient de choisir I'origine des temps telle que m2 = pour t = 0. 
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Remarque 4.2 Notons que pour Xi = X2, on a k"^ = 0. Dans ce cas, les 
fonctions elliptiques snr, cnr, dnr se redvAsent respectivement aux fonctions 
sinr, COST, 1. Des lors de (4-9), on tire aisement que 



mi 



2Ht- 


-r2A3 


Ai 


-A3 


2Hi- 


-r2A3 


Ai 


-A3 


r2Ai 


-2Hi 


Ai 


-A3 



On retrouve les solutions etablis precedemment avec A = \/ "^^xl-xf ^ ^ 



2Hi-r2A3 
A1-A3 ■ 



4.3 Une famille de systemes integrables 

On considere un systeme differentiel non-lineaire sur defini par le 
hamiltonien 

H = ^[xl + xl + a{yl + yj) + b{yl + yl)^ + c{yl + yl)\ (4.10) 

ou a, h, c, sont des constantes. Dans ce cas, le systeme dynamique hamiltonien 
associe a H s'ecrit 



dyi 

dt 
dy2 

dt 
dxi 

"dt 

r , nur 2 , 2\ , o r 2 , 2\2i 



Xl, 

X2, (4.11) 
-[a + 2h{yl + yl) + 3c(y^ + ylf]y^, 
- [a + 2h{yl +yl) + 3c{yf + yif]y2. 
Ces equations donnent un champ de vecteurs sur M^. 



Proposition 4.2 Le systeme (4-11) admet une integrale premiere quadra- 
tique qui determine avec H(4-10) un systeme integrable au sens de Liouville. 
En outre, la linearisation c'est-d-dire la description des niveaux communs des 
integrales et les flots dont ils sont pourvus s 'effectue sur une courbe elliptique. 

Demonstration : Dans notre cas, I'existence d'une seconde integrale premiere 
independante et en involution avec Hi = H, suffit pour que le systeme soit 
integrable au sens de Liouville (voir appendice). Le systeme differentiel (4.11) 
implique 

^ + [a + 2h{yl + yl) + ^vl + yl?]yi = 0, 
^ + [a + 2b{yf + yl) + 3c{yl + yl)^]y2 = 0, 
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d'ou 

^^^-^^^ = °- 

Des lors 

d, dyi dy2. 

de sorte que la fonction (le moment) 

H2 = xiy2 - X2yi, 
est une integrale premiere. Les fonctions Hi et H2 sont en involution 

^ dxk dyk dyk dxk 

Done cette seconde integrale premiere, determine avec Hi un systeme inte- 
grable au sens de Liouville. Soit 

{x = iyi,y2,xi,X2) G : Hi{x) = ci,H2{x) = C2}, 

la surface invariante ou (ci,C2) n'est pas une valeur critique. En substituant 

yi = r cos 0, y2 = r sin 9, 

dans les equations 

Hi = ^[xl + xl + a{yl + y^)+b{yl + y^f + c{yl + y^f]=ci, 
H2 = xiy2 - X2yi = C2, 
on obtient 

{^? + r\^? + ar' + br' + cr' = 2ci, 



D'ou 



ode 



(r^)2 + ^ ^^6 + ^^8 _ 2c^^2 + c2 = 0, 



et par consequent 

nj^ + az^ + + - 2ci2; + c| = 0, 
oil = r^, z = r^. La courbe algebrique 



C = : u;2 + az^ + + cz^ - 2ciz + c| = 0}, 

est une courbe elliptique. On a une seule differentielle holomorphe 

dz 

LJ = — ==, 

^Jaz^ + hz^ + cz^ - 2ciz + c| 

et la linearisation s'effectue done sur cette courbe elliptique ; autrement dit 
les equations differentielles (4.11) s'integrent au moyen de fonctions ellip- 
tiques. □ 
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4.4 Equations aux derivees partielles couplees non-lineaires 
de Schrodinger 

Considerons les equations couplees non lineaires de Schrodinger : 

= ^ + + IH'K (4.12) 

Les fonctions u{s,t) et v{s,t) dependent des variables s et t. On cherche les 
solutions de (4.12) sous la forme 

u{s,t) = C(f)exp(ms), 
v{s,t) = 7]{t) exp{ias), 

ou Cii) et ri{t) sont deux fonctions reelles et a une constante arbitraire, ce 
qui implique comme consequence qu'on aura 

'^'^ + ia + e + r,')C = 0, 



^ ^ + (a + (^+77^)^ = 0. 



En posant 



on obtient 



dC dri 

yi = C, y2 = v, ^1 = "^' ^2 = -^, 



dyi 
dt 

dm 

dt 

^ _ , „,2 , „,2 



Xl, 

X2, (4.13) 
(a + yi +y|)yi, 
(a + + yi)j/2- 



Ces equations donnent un champ de vecteurs sur et il apparait ainsi que 
la resolution du systcme se trouve ramenee a la recherche des solutions d'un 
systeme dynamique hamiltonien de la forme (4.10) avec 6 = ^ et c = 0. 
On peut done utiliser le resultat obtenu dans la proposition 4.2. Cependant, 
nous allons proceder differemment et montrer que le systeme en question pos- 
sede une seconde intcgrale premiere quartique et la resolution du problcme 
s'effectue aussi en terme de fonctions elliptiques. Nous allons utiliser la theo- 
rie des deformations isospectrales c'est-a-dire laissant invariant le spectre 
d'operateurs lineaires contenant une indeterminee rationnelle. Les equations 
a etudier peuvent etre exprimees en termes de relations de commutation 
(paire de Lax). Plus precisement, on a le resultat suivant : 
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Proposition 4.3 Le systeme differentiel (4-13) admet une paire de Lax de 
sorte que la fonction 

H2 = ^{xl + xl + a{yl + yl) + ^(y? + y^f) + ^(xi2/2 - X2yif , 

est une integrale premiere quartique et la linearisation s'effectue a I 'aide de 
fonctions elliptiques. 

Demonstration : Considerons la forme de Lax 

^Ah = [Bh,Ah] = BhAh - AhBh, 

ou Ah et Bh sont des matrices dependant d'un parametre complexe h (para- 
metre spectrale). Les coefficients du polynome carateristique det(^;i — XI), 
ne dependent pas du temps et ce sont des integrales premieres en involution. 
En outre, d'apres la methode de linearisation de van Moerbeke-Mumford 
[18, 13] le flot se linearise sur un tore algebrique complexe. Celui-ci etant en- 
gendre par le reseau definit par la matrice des periodes de la courbe spectrale 
d'equation affine 

P{h, A) = dct{Ah - A/) = 0, (4.14) 

et cette equation decrit une deformation isospectrale. Dans le cas de notre 
systeme, on choisit 



avec 



^'^ = 2^ a + h ' 



2(a + h) ' 

Rh = h-yf- yl- 
Explicitement, I'equation (4.14) fournit 

= h^ + 2ah^ + {a^ - Hi)h- H2, (4.15) 



ou 



w = X{h + a), 

Hi = lixi + xl) + ^{yl + yi) + ^iyl + yl)\ 

H2 = \{xl + xl + a{yl + yl) + ^{yl + ylf) + h^xiy2-X2yif 

= aHi + ^{xiy2 - X2yi)'^. 
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Les deux integrales premieres Hi et H2 sont evidemment en involution et le 
systeme en question est integrable au sens de Liouville (voir appendice). Le 
flot se linearise sur la courbe elliptique d'equation afiine (4.15). Autrement 
dit, la linearisation s'effectue a I'aide de fonctions elliptiques. □ 

4.5 Le champ de Yang-Mills avec groupe de jauge SU{2) 

Soit F]^i le champ de Yang-Mills dans I'algebre de Lie TeSU{2) du groupe 
SU{2). C'est une expression locale du champ de Jauge ou connexion 
definissant la derivee covariante de F^i a I'aide de I'expression : 

dF 

^kFki = ^ + [^k, Fki] = 0, FM,Ak e TeSU{2), l<k,l<4, 

ans laquelle [A^, F^i] est le crochet des deux champs dans I'algebre de Lie du 
groupe de Lie SU{2) et 

dAi dAk , , 
Dans le cas qui nous interesse, on a 

= °> <*^')- 

Ai = A2 = 0, 

A3 = mUi G sit (2) , 

A4 = n2U2 e su (2) , 

oil 

ni = [n2, [ni,n2]], n2 = [ni, [n2,ni]], 
engendre su (2) et le systeme de Yang-Mills devient 

' C/iC/l = 0, 



9t2 

+ U2Ut = 0, 



d''U2 , rr rr2 



avec t = T\. En posant Ui = qi, U2 = q2, = Pi, = P2, les equations 
de Yang-Mills s'ecrivent sous la forme d'un champ de vecteurs hamiltonien 
avec H = ^ (pf +p\ + qfq2) I'hamiltonien. Celui-ci joue un role important 
en theorie des champs. En utilisant la transformation symplectique 



Pi = 


— {Xx + X2) , 


P2 = 


^ (xi - X2) , 


Qi = 


^(^)'(yi+z2/2), 


Q2 = 


^(^)'(yi-iy2), 
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on reecrit le hamiltonien ci-dessus sous la forme 

H = \{xl+xl) + \{yl + yl)\ 

lequel coincide evidemment avec (4.10) pour a = c = 0, 6 = ^ ou ce qui 
revient au mcme avec le systeme differentiel correspondant (4.13) avec a = 0. 
Done ici aussi I'integration du probleme en question s'effectue en termes de 
fonctions elliptiques. 

4.6 Appendice 

Les equations canoniques de Hamilton s'ecrivent sous la forme 

dyi _ dH 
dt dxi ' 



— = — (4 16) 

dt dxn ' 

dxi dH 
dt dyi ' 



dxn dH 
dt dyn ' 

oil {xi,...,Xn) £ et (yi,...,y„) G M", sont des coordonnees dans I'espace 
de phase M^". Ce sont 2n equations differentielles du premier ordre qui sont 
connues lorsqu'on connait la fonction H appelee hamiltonien du systeme. 
Le systeme (4.16) est integrable au sens de Liouville lorsqu'il possede n 
integrales premieres Hi = H, H2, ■ ■ ■ ,Hn en involution (c'est-a-dire que les 
crochets de Poisson 

{Hi,Hj} = - -——^), l<i,j<n. 

fr[ 9xk dyk dyk dxk 

s'annulent deux a deux) et qu'en outre les gradients gradHi sont lineaire- 
ments independants. Pour des constantes generiques c = {ci, . . . ,Cn), I'en- 
semble de niveau commun aux integrales Hi , . . . , Hn ■ 

Mc = {x = {yi, ...,yn,xi, ...,Xn) G K^" : Hi{x) = ci, . . . ,i^„(x) = c^}, 

forme une variete de dimension n. D'aprcs le thcorcme d'ArnoId-Liouville 
[6,14], si la variete est compacte et connexe, alors elle est diffeomorphe 
a un tore de dimension n : 

T" = M"/Z" = {{ifi, ipn)mod2Tr}, 
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sur lequel le probleme se linearise. En outre, on demontre I'existence d'une 
transformation canonique vers de nouvelles coordonnees, dites variables action- 
angle, les coordonnees action etant des constantes du mouvement et les co- 
ordonnees angle des fonctions lineaires dans le temps. Le point 

{yi{t),---,yn{t),xi{t),..., Xn{t)), 

representant la solution du systeme (4.16) a un mouvement quasi-periodique, 
c'est-a-dire en coordonnees angulaires {<pi, . . . ,<fn), on a 

^ = CO, u = uj{c) = constante. 

Done, en principe, la transformation canonique fournit les positions et les 
moments en fonction du temps et le probleme est resolu. La resolution expli- 
cite de plusieurs equations (notamment en mecanique) des flots hamiltoniens 
associes aux fonctions Hi,...,Hn se fait a I'aide d'integrales elliptiques. Au- 
trement dit pour une compactification appropriee, on a Mc — Jac{C) ~ C 
ou C est une courbe elliptique a deteminer et le systeme en question s'integre 
en terme de fonctions elliptiques. 
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